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Zur Ermit,~.tung der Komplexzusammensetzungen und der 
Stabilit/itskonst.anten mehrkerniger Komplexe werden reeh- 
nerisehe Ausgleiehsverfahren herangezogen. Die Leistungs- 
f~higkeit einiger in Frage kommender, mathematischer Me- 
thoden wird diskutiert und for das vorliegende Problem die 
Gauflsehe Methode der kleinsten Fehlerquadrate als besonders 
geeignet befunden. Die mathematisehe Analyse ftihrt im Falle 
der Germanimnsfi.ure zu fotgender Aussage: In  L6sungen, die 
konzentrierter als ~ 0,004m an Germaniums3ure sind, liegt 
neben der undissoziierten monomeren Spezies Ge(OH)4 und  
den ebenfalls einkernigen Ionen GeO(OH)~ und GeO2(OH)_ 2- 

. . . .  ! 2 em mehrkermges Amon mtt 8 Ge-Atomen und der L a d u n g - - 3  
v o r .  

Folgende Gleiehgewichtsrea, ktionen und St, abi]it~tskonstan- 
ten werden ermittelt.: 

G e ( O I - I ) 4  ' - -  O t ~  = G e O ( O I - I ) 3  @ m 2 0  
Ge(Ott)4 -J- 2 OH-  GeO2(Ott) 2- -j- 2 I t20 

8 Ge(OH)4 -~ 3 OH [Ge(OI-I)4]~(OI-I)~- 

* t terrn Prof. Dr. E. Hayelc zum 60. Geburtstag gewidmet. 
** Auszugsweise vorget.ragen auf dem Chomiker-Treffen Sehweiz--0ster- 

reich am 4. Okf.. 1963 in Innsbruek. Vgl.: 0sterr. Chemiker-Ztg. 64, 294 
{1963). 

*** S. auch die beiden vorangehenden Arbeiten (1. bzw. 2. Mitt.). t t in-  
wcise auf Gleichungen bzw. Abbildungen dieser Arbeiten sind mit I bzw. I I  
bezeicImet. 
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Ionenstgrke 
] = 0,50m 1 = 1,00m 

log ~11 = 4,704 ~= 0,002 4,763 • 0,004 
log ~21 = 5,60 ~- 0,48 6,80 • 0,07 
log ~as = 29,55 ~= 0,01 30,37 • 0,02 
logKw = - -  13,72 ~= 0,01 - -  13,78 ~= 0,01. 

Ffir eine exakte Ermittlung der Stabilit/~skonstante ~21 
und damit der zweiten Dissoziationskonstante der Germanium- 
s~ure, ist der untersuehte pH-Bereich (5 bis 10) jedoeh wenig 
geeignet. 

E i n l e i t u n g  

Bei der Bereehnung der Stabilit/itskonstanten mit  Hilfe reehneriseher 
Ausgleiehsverfahren gibt man wiederum als m6glich betraehtete Kombi-  
nationen yon Komplexen v o r u n d  best immt jene Komplexkombinat ionen 
und jene Werte der Stabilitgtskonstanten ~ ,  die eine optimale An- 
passung an die experimentellen Daten erlauben. Dieser Vorgang effolgt 
in zwei Sehritten. Zun/iehst ermittelt  man fiir jede der m6gliehen 
Kombinat ionen jene Werte der Stabilits die die bestm6gliehe 
Wiedergabe der experimentellen MeBdaten erlauben. I m  2. Sehritt priift 
man, welche der Kombinationen mit  den ihr entspreehenden ,,besten 
Konstanten"  die bestm6gliehe Anpassung an die experimentellen 
Z (log a)B0-Kurven liefert. 

I m  betraehteten Falle (vgl. 1. und 2. Mitt. [Mh. Chem. 95, 1141, 1166]) 
stehen die MeBwerte Xr, deren Anzahl R betr/igt, in Form der Tripel 
{ar, Bor, Aor} zur Verfiigung. Von den Funktionen, die man aus diesen 
MeBwerten bilden kann und die den experimentellen Fehler tragen sollen, 
w/ihlt man zweekm/iBigerweise die Gr6Be Z (G1. I, 5). Fiir die Beniitzung 
einer elektronisehen t~eehenanlage ist es vorteilhaft, jede Komplex- 
kombination nieht dutch p, q sondern durch einen fortlaufenden Index 
zu kennzeiehnen. Ferner werden als Parameter  nieht die Stabilit/~ts- 
konstanten ~,~ selbst, sondern deren dekadisehe Logarithmen 

k~ = log ~ (1) 

verwendet. Diese Transformation sollte innerhalb der gewiinsehten 
Reehengenauigkeit keinen Einflug auf die Genauigkeit der Endwerte 
haben. 

Als MaB ftir die Giite der Anpassung zwischen den bereehneten Werten 
Z (k0, k l . . .  kN-1; Xr)* und den experimentell gegebenen Z'r wird die 
Summe der Fehlerquadrate beniitzt: 

~ :  s  A V r : W r { Z r - - Z ' r }  2 {2) 

* I m  folgenden wird ftir Z (]Co, kl �9 �9 �9 kzr Zr) abkiirzend stets Zr ge- 
schrieben. 



1:[. 4-5/1964] Ermittlung der Komplexzusammense~zungen 1175 

Da fiber die Genauigkeit der einzelnen Megwerte und deren Gewiehte 
wr begriindete Aussagen nieht mSglich sind, werden alle Gewichte wr 
im folgenden stets 1 gesetzt. Fiir die einzelnen Mel3werte wird jedoeh 
angenommen, dab sie einer Gauflschen Norma]verteilung gehorehen und 
dab es sich hierbei um unabh//ngige Gr6Ben mit  festen, yon den k~ un- 
abh/~ngigen Streuungen % handelt. 

Man sueht nun jene Werte ffir die Pa.rameter k~, die die ,,beste ~ber-  
einst immung" mit den experimentellen Werten Z'r ergeben, d .h .  die 
die Summe der Fehlerquadrate zu einem Minimum maehen 

F =- Min. (3) 

Da Zr eine niehtlineare Funktion der Parameter  ]c~ ist, ist man zur 
L6sung des vorliegenden Minimumproblems auf I terationsverfahren an- 
gewiesen*. Hierffir k6nnen folgende drei Methoden herangezogen wer- 
den : 

1. Gauflsehe Methode der kleinsten Quadrate, 
2. Quadratisehe Anns des kleinsten Fehlerquadrates, 
3. Methode des st/~rksten Abstiegs. 

Da es sich hierbei um Standardmethoden der numerisehen Mathe- 
matik handelt, beschrgnken wir uns auf eine kurze Darstellung in Hin- 
blick auf ihre Anwendung zur Ermit t lung yon Stabilit/itskonstanten. 

Zr ist nieht nur yon der Konzentrat ion der lreien OH-Ionen at, 
sondern aueh yon der experimentell nicht zug/~nglichen Konzentrat ion 
an freier Germaniums/~ure br abh/~ngig. Ffir die praktisehe Durchfiihrung 
der Reehnungen ist daher ein raseh und sieher konvergierendes Verfahren 
zur Bereehnung yon br notwendig. Der Ausdruek B o - - ~  qaPbq ,~q 

P, q 
ste]lt ein Polynom Q-ten Grades in b dar, wobei Q den gr61Ren vor- 
kommenden Wert  fiir q bedeutet.  

B o - -  ~ qctP bq ~pq : C O @ C 1 b ~ - . . .  Cq bq + . . .  CQ bQ = 0 
P, q 

u0>0 
Uq -< 0 (4) 
U Q ~ 0  

Nach der Vorzeichenregel yon Descartes 1 besitzt das Polynom eine, 
und nur eine positive reelle Wurze], wie man bereits aus physikalischen 
(Jberlegungen folgern kann. Um diese Wurzel aufzusuchen, bedient man 

* Die hierfiir ben6tigten Nfiherungswerte fiir die Stabilit~ttskonstanten 
sind in der 2. Mitt. auf graphischem Wege bestimmt worden. 

1 Vgl. O. Perron, Algebra II ,  Theorie der algebraischen Gleichungen, 
GSschen 1951. 
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sieh zweekmgl]igerweise des Newton--Raphson-Verfahrens. Man gibt 
einen Ngherungswert fiir b = b(0) vor und erhglt naeh 

B o - -  ~ qaP b(n)q ~ q  

~'  q (5) b (n+l) -= b (n) @ Obl_v,q--a [ ~  qaPb(n)q~q] 

einen verbesserten Wert ffir b. Setzt man dieses Verfahren fort, so gelingt 
es durch wiederholte Anwendung, die relative _~nderung ]A b t/b be- 
liebig klein zu machen und sich dem wahren Wert der Wurzel beliebig 
zu nghern. Meist genfigen nur wenige Schritte, um zu erreichen, dab 
] A b lib den Wert 2 �9 10 -7 unterschreitet, da die Konvergenz quadratisch 
ist. Der Wert yon b ist nach jedem Iterationsschritt fiir die Stabilitgts- 
konstanten (s. u.) *fir jeden Megpunkt xr zu bestimmen. Als Startwert 
hierfiir wird cler br-Wert des vorhergehenden Iterationsschrittes verwendet. 

1. Gauf l sehe  M e t h o d e  der  k l e i n s t e n  F e h l e r q u a d r a t e  

Ausgangspunkt fiir die Berechnung bfldet die Gleichung Ifir Z (I, 5). 
Zungchst linearisiert man die Funktion Z (/Co, . . . kN-1; Xr) am Orte yon 
/C~ = k~(01 nnd gelangt damit zu den R ,,Fehlergleichungen" 

0 Zr TM) 
Vr -~- Zr (n) @ Z~ ~ A/cv-- Z'r, ( 6 )  

r =  i ,  2 . . . . .  R 

in denen die Verbesserungen A kv als Unbekannte auftreten. 
Die R Fehlergleiehungen k6nnen in Matrixform gesehrieben werden 

v = g A k - - l ,  (6a) 

wobei die Elemente gr~ und lr durch 

0 Zr (n) 
und lr = Z ' r -  Zr (n) g r,~ --  81c,~ 

gegeben sin& 

Die Bedingung, dab die Summe der Fehlerquadrate ein Minimum 
werde, 

Z vr2 = Min (7) 

erfordert eine Differentiation nach den N unbekannten Verbesserungen 
A/c(n), womit man die N ,,Normalgleiehungen" erhglt: 

OZr (n) ~Zr (n) 
 k--7 A/C  = Zr'n'); (8) 

= 0 . . . .  ~ r - 1  

In  Matrixform gesehrieben: 
GA k = L, (8a) 
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wobei G = g 'g und L = g'l  gesetzt wird. g'  ist die zu g transponierte 
Matrix. 

Die L6sung dieses linearen Gleiehungssystems ist gegeben dutch 

A k = G-IL .  (.q) 

Fiir die Vari~nzen % der Par~meter/c~ erh/~lt man tinter der Annahme 
einer Gaufischen Verteflung fiir die Mel3werte Xr 

~,~ = G~-I ~2. (10) 

Als Ngherungswert fiir ~2 n immt man die Bias-freie Seh/~tzung s ~ 

82 __ FMin 
R - - N  ( t l )  

an. Der mittlere Fehler der Konstante  k~ ist dann gegeben dureh 

fi z 4-]/~-~2, (12) 

Nach der t terationsvorsehrift  

]c,fln+l) = k(n) @ A ]~(n) (13) 

hat man die Reehnung so lange zu wiederholen, his die relative Anderung 

I A k " i <  . . . .  T ist, wobei in den vorliegenden Untersuchungen T = 

= 4 �9 10-5 gew/~hlt wurde. Je  naeh Zahl der Unbekannten A k~ waren 
hierzu fiinf bis vierzehn Iterationen notwendig. Vielfach zeigten die 
Verbesserungen A k.~ eine ungef//hr ]ineare Abnahme mit  der Zahl der 
Iterationen n. In  solchen F//llen wurde, sobald die Konvergenz einge- 
set zt hatte,  zur Beschleunigung der Rechnung eine Konvergenzverbes- 
serung nach dem Aitkenschen ~2-Verfahren 2 angewendet, wodureh die 
Anzahl der weiteren Iterationsschritte wesentlich verringert werden 
konnte. 

2. Q u a d r a t i s e h e  Ann / i . he rung  des  F e h l e r q u a d r a t e s *  

Weiehen die N~herungswerte fiir die Parameter  k~ nut  wenig yon den 
wahren Werten ab, so t~;13t sieh die Funktion F (2) in eine Taylor-I~eihe 
naeh den Verbesserungen A k,~ entwiekeln. Brieht man nach dem dritte~) 
Gliede ab, so erhb;lt man:  

* Diese Methode bentitzt L. G. Silldn [Acta Chem. Scand. 16, 159 (1962); 
N. Lngri und L. G. Silldn, ibid. S. 173]. ~57fibrend jedoch Silldn die Diffe- 
rentialquoticntcn in (15) dm'eh die Differenzenquotienten ersetzt, werden 
in der vorliegonden Arbeit in allen drei Verfahren die analytischen Ausdriicke 
ftir die Diffcrentialquotienten verwendct. 

2 Vgl. F. B. Hildebrand, Introduction to Numerical Analysis, McGraw- 
Hill. New York-Toronto-London 1956. 
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7in) . 
�9 �9 ~ - l ,  A k,, § ~' F (ko(~), '-('~) �9 z) + ~ ~ F (ko(n) , . x) . . . .  r~v--i ' ~ ~ ]c~ 

7~(n) . 

§  ~F(ko(n) '  x) 

Anwendung der Minimumsbedingung (3) fiihrt auf den Satz der N Nor- 
malgleiehungen 

1.(,0 " x)  F - -  0 - -  ~ F (k0(n) . . . .  ~ - - 1 ,  + 

A k.~ 0 k~ (15) 

+ ?~ ~ F (~0(-) . . . .  k~'~)-~; ~) a 

"~ = 0 ..... u  

deren L6sung die unbekannten Verbesserungen A k~ ergibt. Der weitere 
Verlauf der Reehnung ist vollkommen analog dem der Gaufisehen Methode. 

3. M e t h o d e  d e s  s t ~ i r k s t e n  A b s t i e g s  

Bei dieser Methode versueht man das Minimum der Funktion F, 
ausgehend yon N/~herungswerten fiir k~ = k~(~ entlang der Fallinie des 
stgrksten Abstiegs zu erreichen. Die Riehtung des st/~rksten Abstiegs ist 
dureh den negativen Gradienten yon F gegeben. Man erh/~lt N Glei- 
chungen 

i.(2) " x )  .~b(n+l) ~- k~ ~) - -  h 0 .F (ko (n) . . . . .  ~ - - 1 ,  , (16 )  

' ~ = 0  . . . .  Z T - - 1  

deren L6sung verbesserte Werte ffir die Parameter  k~ liefert, h, die 
Schrittls im (n @ 1)ten Iterationsschritt ,  wird, um eine rasehe t(on- 
vergenz zu erreiehen Und ein ,,UbersehieBen" fiber das Minimum zu ver- 
hindern, folgendermaBen festgelegt: Nach jedem Iterationsschrit t  n wird 
die Fehlerquadratsumme 2' als quadratische Funktion yon F(n), F(n-~), 
F(n-2) (n /> 2) dargestellt. ])as Minimum yon F wird extrapoliert und 
die n//chste Sehrittl/~nge so gew/ihlt, dag mit ihr dieses Minimum erreicht 
wird. Auf diese Weise erzielt man eine quadratische Konvergenz. 

V e r g l e i e h  d e r  B e r e e h n u n g s m e t h o d e n  ffir  d ie  S t a b i l i t / g t s -  
k o n s t a n t e n  

Fiir das vorliegende Problem erwies sich die Gauflsche Methode der 
kleinsten Quadrate als besonders zweckmgBig Die Methode der qua- 
dratis,chen Anngherung des Fehlerquadrates zeigt ihr gegeniiber keinerlei 
Vorteile, jedoch wesentliche Naehteile: 



H. 4-5/1964] Ermittlung der Komplexzusammensetzungen 1179 

a) Der numerische Aufwand zur Berechnung der Matrixelemente der 
NormMgleichungen ist wesentlich grSlter. Dennoeh bleibt die Zahl der 
notwendigen Iterationssehritte, um eine vorgegebene Sehranke T zu 
tmtersehreiten, praktiseh gleieh. 

b) Naeh beiden Methoden (1 nnd 2) miissen die Startwerte fiir die 
Parameter k~s in etwa denselben Grenzen vorgegeben werden, damit die 
Verbesserungen A k~q konvergieren. Tritt  abet fiir bestiannte Start- 
werte oder pq-Paare Divergenz auf, so zeigt sie sieh bei der Gaufischen 
.u bereits bei dem ersten oder zweiten Iterationssehritt an. Die 
Verbesserungen A/C~e erreiehen sogleieh so hohe ~u dag die Masehin- 
kapazit/it der benutzten Rechenanlage iibersehritten wurde. Naeh der 
Methode 2 /tndern sich in einem solehen Falle die Verbesserungen A/C~q 
nur langsam. Sie weisen zwar in die gleiehe ]Riehtung, es bedarf jedoeh 
einer gr6Beren Zahl yon iterationssehritten, bis die Divergenz eindeutig 
erkannt werden kann. In keinem Falle gelang es jedoeh, eine nach der 
einen Methode divergierende Rechnung naeh der anderen zur Konvergenz 
zu bringen. 

Am wenigsten geeignet erseheint die Methode des st/~rksten Abstiegs. 
Nieht nut, dab der numerisehe Aufwand zur Berechnung yon N Para- 
metern (N q-2)/2real so ~ o g  ist wie bei der Gau[3sehen MethodeS; sie 
kann aueh unmittelbar keine Absch/~tzung der mittleren Fehler der 
Parameter liefern. Die Methode wurde daher nur far einige Versuehs- 
reehnungen beniitzt. 

I ~ e e h e n v o r g a n g  

Der eigentliehe Reehenvorgang, unter Bentitzung einer elektronisehen 
Reehenmasehine, besteht aus mehreren, ineinandergreifenden Zyklen, 
die wie folgt zusammengefagt werden k6nnen: 

I a) Bereehnung der Konzentrationen an freier Germaniums/iure b 
auf Grund der vorgegebenen Komplexkombination, der vorgegebenen 
N/iherungswerte fiir die Stabilit/itskonstanten k~(n) und der experimentell 
ermittelten Gr6Ben B0, a und Z. Da R Mel3werte vorliegen, ist G1. (4) 
Rmal zu 15sen. Dieser Sehritt erfordert den weitaus gr6gten Zeitaufwand. 

b) Bereehnung der Werte fiir Zr(lCo(nl, l c l (n) . . ,  kh--l(n); xr) 

and ~ Z (/%(n), /@n) .. . ]c~9~ ; xr) 

e) Aufstellen and L6sen der Normalgleiehungen. Bereehnung der 
Summe der Fehlerqaadrate, der mittleren Fetfler f~ and Bfldung ver- 
besserter Konstanten naeh /%(n+1) = ]c(n) @ A/%(n). 

3 G. E. P. Box und G. A.  Cout'ie, Proc. Inst. Elee. Engrs. 103, Part B, 
Supp. No. 1, 100 (1956). 
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I I .  S t a r t  eines neuen Grol~zyklus mi t  den verbesser ten  K o n s t a n t e n  
/c (n+l) du t ch  Sprung  nach I a. 

I I I .  Un te r seh re i t en  die Verbesserungen  A/G eine vorgegebene Grenze, 
so s ind die I t e r a t i o n s z y k l e n  beendet .  Die Endwer te ,  gekennzeichnet  

dureh  den  I n d e x  (e), (A Zr = Zr (e) - - Z ' r ;  2~(e) ; /c0(e), . . .  /C~)--1" '" ; f(o ~ �9 �9 " 

�9 ' " f~)-4) werden ausgedruck t* .  

M e g e r g e b n i s s e  u n d  D i s k u s s i o a  

Messungen bei Ionenstigrke J[ ~ 0,50m 

Die MeBergebnisse s ind in F o r m  eines P , Q - D i a g r a m m s  wiedergegeben 
(Abb. 1). Die fiir ein bes t immtes  P,Q-Paar angegebene Zahl  bedeu te t  die 

1= 0,50 m 

B + A B  +A2B + ApB a 

inKlammer 8 + AB + ApBa 
1138 5Z.7 216 

"0" "4" + 
(12031 (572) (2181 

1059 403 107 

(my) U30)  (1ool (7o1 (2~a) 

954 245 52 
-6- c,o8o) c~; (5~ + + (2is) (5001 

835 g6 + + 
(73,~) ( 13973 

+ 
(so9) 

I I I i I I I I I I 
2 3 ~, 5 6 7 8 9 t 0 t ;r t2 O, 

Abb. 1, ~eh le rquadra t summe '  104 in Abhgngigkeit  vom P/Q-Verhiiltnis (Ionenstii,rke I = 0,50m) 

Summe der  F e h l e r q u a d r a t e  yon  147 Megpunk te n  fiir die K o m b i n a t i o n  
B, AB,  A2B, ApBQ (,,Dreierkombination"). Die in K l a m m e r  angef i ihr ten  
Zahlen  gel ten  fiir die K o m b i n a t i o n  B, AB,  ApBQ ( , ,Zweierkombinat ion") .  
Man ersieht ,  dab  in be iden  F/~llen die K o m b i n a t i o n  mi t  dem K o m p l e x  

* 13ei der Bereehnung der Varianzen der Endwerte  wird F M i  n in G1. (11) 
dureh die zwei ersten Glieder einer Taylor.Entwieklung ersegzt 

0 F(e) A k,,(e) + F ~ [ i n ~  F ( e + l ) =  F (e) ~- ~ �9 * . ,  

da if(e+1)im e-ten I terat ionsschri t t  nieht bekannt  ist. 
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AaB8 zu der weitaus kleinsten Feh le rquadra t summe fiihrt. Als ngchst, es 

sehliel3t sieh die K o m b i n a t i o n  mit  dem Komplex  A4Blt an. Die in der 
Li te ra tur  d iskut ier ten Komplexe A2Ba und  AaB7 weisen eine viel h6here 

Tabe l le l .  S t a b i l i t g t s k o n s t a n t e n  u n d  S u r n m e  de r  F e h l e r q u a . d r a t e  
f i i r  v c r s e h i e d e n e  K o m p l e x k o m b i n a t i o n e n  B, AB, ApBQ, bzw. 

B, AB, A.~B, ApBQ bei  I o n e n s t f i r k e  I = 0 ,50m 

SllllllIle der 
P, Q kll 1c2~ kpQ Fchlerquadrate 

3, 8 4,704 ~ 0,002 5,60 ~ 0,48 29,55 :k 0,01 0,0052 
3, 8 4,706 • 0,002 - -  29,51 :k 0,01 0,0055 

�9 4, 11 4,707 • 0,002 - -  41,05 :~ 0,01 0,0078 
4, 10 4,701 • 0,003 5,82 • 0,41 38,80 2 0,01 0,0107 
4, 10 4,702 :k 0,003 - -  38,79 • 0,01 0,0108 
2, 5 4,695 • 0,003 6,56 • 0,09 18,02 ! 0,01 0,0146 
2, 5 4,700 :L 0,003 - -  18,00 :k 0,01 0,0164 
5, 12 4,697 ~: 0,004 6,02 :L 0,38 48,07 :~ 0,01 0,0216 
5, 12 4,699 =: 0,004 - -  48,06 :k 0,01 0,0218 
3, 9 4,710 ~ 0,004 - -  31,70 ~ 0,01 0,0219 
2, 6 4,712 • 0,004 - -  20,21 ~ 0,01 0,0227 
3, 7 4,690 ~ 0,004 6,59 • 0,11 27,26 i 0,01 0,0245 
4, 12 4,709 ~_ 0,004 - -  43,23 • 0,01 0,0248 
3, 7 4,695 • 0,004 - -  27,22 :~ 0,01 0,0271 
4, 9 4,688 ~: 0,005 6,55 • 0,16 36,48 • 0,02 0,0403 
4, 9 4,693 :L 0,005 - -  36,44 • 0,02 0,0430 
1, 3 4,713 • 0,006 - -  8,79 • 0,02 0,0509 
5, 11 4,687 :~ 0,006 6,50 ~ 0,20 45,71 :~ 0,02 0,0547 
5, 11 4,691 _4_- 0,006 - -  45,66 ! 0,02 0,0572 
3, 10 4,710 ~_ 0,006 - -  33,80 ~ 0,02 0,0596 
2, 7 4,714 • 0,007 - -  22,31 ~ 0,02 0,0734 
2, 4 4,653 i 0,008 7,05 =: 0,08 15,76 ~ 0,03 0,0835 
3, 6 4,665 • 0,008 6,92 :~ 0,11 24,91 ~_ 0,03 0,0954 
2, 4 4,671 ~_ 0,008 - -  15,65 ~ 0,03 0,1021 
4, 8 4,671 :k 0,008 6,80 := 0,15 34,07 • 0,03 0,1059 
3, 6 4,677 • 0,008 - -  24,79 • 0,03 0,1080 
5, 10 4,674 ~ 0,009 6,70 ~ 0,1.9 43,26 ~ 0,03 0,1138 
4, 8 4,679 ~_ 0,008 - -  33,96 -~ 0,03 0,1147 
5, 10 4,681 ~: 0,008 - -  43,15 • 0,03 0,1203 
2, 8 4,710 • 0,009 - 24,30 • 0,04 0,1397 

Summe der Fehlerquadrafe  auf, gleichgtfltig, ob m a n  dem Vergleich eine 
Dreier- oder eine Zweierkombinat ion zugrundeleg~. 

Die Gr6Be der Feh le rquadra t summe zeigf eine deutliehe Abh/ingig- 
keit yon dem P/@Verhgltnis. Hglt  man  ein best immtes  P fest und  vari-  
ierf O, so, durchlguft  sie in einer solchen Horizonfalreihe immer  an  jener  
Stelle ein Minimum, an  der das P/O-Verhgltnis des Komplexes dem 
Werte 0,38 am ngchsten  kommf.  Man erkennf,  dab der Sehn i t tpunk t  der 
T i t ra t ionskurven  der Germaniums/ iure  (Z = 0,38) ein Kr i te r ium fiir die 
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Zusammensetzung des vorherrschenden mehrkernigen Komplexes ApBQ 
darstellt. I-I6here Komplexe als A5B12 konnten nicht gerechnet werden, 
da hierbei Konstanten gr6ger als 1049 auftreten and die Kapazitgt der 
Rechenanlage iiberschritten wird. 

Wi~hrend die Stabiliti~tskonstanten ffir die Komplexkombinationen 
AB, ApBQ mit allen vorgegebenen P/Q-Verhs bereehnet werden 
konnten, gelang die Bereehnung des Parameters ~21 in der Kombination 
AB, AeB, ApBQ nur fiir P/Q-Verhgltnisse > 0,4. Der EinfluB yon ~21 
nimmt mit sinken4em P/Q-Verhgltnis ab; der Wer~ fiir ~21 wird 
kleiner, wghrend gleichzeitig der mittlere Fehler f~l ansteigt (Tab. I). 
Vom P/Q-Verhs < 0,4 an divergiert die Rechnung, und die Fehler- 
quadratsumme der Dreierkombination wird gleich jener der Zweier- 
kombination. 

In Abb. II,  1 sind die normalisierten Kurven fiir drei in der Literatur 
diskutierte Komplexkombinationen in ihren bestm6gliehen Lagen zu den 
experimentellen Mel]punkten wiedergegeben. Diese Kurven wurden mit 
den aus der Ausgleiehsreehnung erhaltenen Konstanten berechnet. 

[ = 1,00m 

B +AB +A~ +ApB a 

inK1arn~" B + AB + ApB a 
732 42/. + -r 

(~7) (~z9) 

660 325 159 it6 15~, 
~- + + (I ~r )53 + (73z} (3ez) (206) (m~) 

575 217 99 128 26r 423 62I 

(6z~) (2e2) (,~) (170) (28e) (452) (636) 

(639) (I97) 068) (3~2) ~593) 

(zg~) 

[ I I I ,  I i I i i , i 

2 3 4 ,5 6 7 8 9 10 II 12 Q 

Abb.  2. F e h l e r q u a d r a t s u m m e  " 104 in Abh~ingigkei t  ve to  P/Q-u ( Ionens t~ rke  I ~ 1 ,00m)  

Messungen bei Ionensti~rke i ~- 1,00m 

Die Ergebnisse der Bereehnungen bei Ionenst~rke I = 1,00m sind in 
dem P,Q-Diagramm (Abb. 2) darges~ellt. Die Zahlen bedeuten die Summe 
der Fehlerquadrate yon 90 Mel~punkten. Auch hier besitzt sowohl die 
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Tabel le2.  S t a b i l i t ~ t s k o n s t a n t e n  u n d  S u m m e  d e r  F e h t e r q u a d r a t . e  
f ~ r  v e r s e h i e d e n e  K o m p l e x k o m b i n a t i o n e n  B, AB, ApBQ bzw.  

B, AB, A2B, ApBQ b e i  I o n e n s t ~ r k e  I =  1 ,00m 

Summe der 
P, Q ku k~l kpQ Fehlerquadrate 

3, 8 4,763 • 0,004 6,80 ~ 0,07 30,37 ~ 0,02 0,0099 
3, 8 4,770 s 0,004 - -  30,35 • 0,02 0,0144 
4, 11 4,763 • 0,004 6,75 :~ 0,08 42,26 • 0,02 0,0116 
4, 11 4,770 • 0,004 - -  42,24 :J: 0,02 0,0153 
2, 5 4,761 ~ 0,004 6,92 ~ 0,06 18,51 • 0,02 0,0127 
2, 5 4,771 ! 0,0~)5 - -  18,49 • 0,02 0,0197 
2, 6 4,773 • 0,004 6,77 ~ 0,09 20,83 ~ 0,02 0,0131 
2, 6 4,780 • 0,005 20,82 ~ 0,02 0,0168 
3, 9 4,769 • 0,004 6,72 ~ 0,10 32,69 • 0,02 0,0138 
3, 9 4,775 • 0,005 - -  32,68 ~ 0,02 0,0170 
4, 12 4,767 ~ 0,005 6,71 ~: 0,11 44,58 • 0,02 0,0154 
4, 12 4,773 ~ 0,005 - -  44,56 -c 0,02 0,0184 
4, 10 4,758 ~ 0,005 6,80 ~ 0,09 39,89 ~ 0,02 0,0159 
4, 10 4,766 :~ 0,005 - -  39,87 • 0,02 0,0206 
3, 7 4,755 ~ 0,006 6,88 • 0,09 27,99 • 0,02 0,0217 
3, 7 4,765 ~ 0,006 - -  27,97 ::[: 0,03 0,0282 
1, 3 4,785 :J:: 0,006 6,95 • 0,08 9,06 • 0,02 0,0223 
1, 3 4,795 : i  0,006 - -  9,04 i 0,03 0,0294 
3, 10 4,774 ~ 0,006 6,66 ~ 0,16 34,96 ~ 0,03 0,0264 
3, 10 4,779 i 0,006 - -  34,95 ~ 0,03 0,0288 
2, 7 4,781 i 0,007 6,64 :L 0,19 23,10 i 0,03 0,0320 
2, 7 4,786 • 0,007 - -  23,09 ~ 0,03 0,0342 
4, 9 4,754 ::l: 0,007 6,85 • 0,11 37,47 ~ 0,03 0,0325 
4, 9 4,763 :~ 0,007 - -  37,44 • 0,03 0,0387 
5, 11 4,753 ~ 0,008 6,83 i 0,14 46,94 ~_ 0,03 0,0424 
5, 11 4,762 • 0,008 - -  46,92 ~ 0,04 0,0479 
3, 11 4,778 ! 0,008 6,59 ~: 0,24 37,19 : i  0,04 0,0433 
3, 11 4,783 • 0,008 - -  37,18 ~: 0,04 0;0452 
2, 4 4,744 • 0,009 7,09 • 0,08 16,12 ~ 0,03 0,0487 
2, 4 4,761 s 0,009 - -  16,05 ~ 0,04 0,0639 
3, 6 4,748 ~ 0,010 6,97 ~ 0,12 25,54 -:__ 0,04 0,0575 
3, 6 4,761 • 0,0t0 - -  25,48 ~ 0,04 0,0674 
2, 8 4,787 • 0,009 6,54 • 0,32 25,30 ~ 0,05 0,0579 
2, 8 4,790 ~: 0,009 - -  25,30 ~ 0,05 0,0593 
3, 12 4,781 s 0,009 6,54 :I: 0,33 39,37 ~ 0,05 0,0621 
3, 12 4,785 • 0,009 - -  39,37 _____ 0,05 0,0636 
4, 8 4,751 -4- 0,010 6,89 i 0,15 34,97 :j- 0,04 0,0660 
4, 8 4,761 :~ 0,010 --  34,92 ~ 0,05 0,0737 
5, 10 4,753 _____ 0,011 6,84 ~ 0,17 44,41 i 0,05 0,0732 
5, 10 4,762 ~: 0,010 - -  44,36 ~ 0,05 0,0797 

Dre ie rkombina t ion  als auch die Zweie rkombina t ion  mi t  dem K o m p l e x  
A 3Bs die k le ins ten  Feh l e rquad ra t e .  Die n/ /ehstgt inst igeren K o m b i n a t i o n e n  
sind aueh hier  jene mi t  der  Spezies A4Bm. I m  Gegensatz zu den Messungen 
bei Ionenst/~rke I = 0,50m bewirk t  hier  die H inz una hme  des P a r a m e t e r s  
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]~21 eine de~,tliche Erniedrigung der Summe der Fehlerquadrate. Die 
Abhgngigkeit des Wertes fiir k~l yon dem P/Q-Verh/~ltnis zeigt die gleiehe 
Tendenz wie im FMle I = 0,50m (vgl. auch Tab. 2). 

Rechnerische Versuche mit anderen Komplexkombinationen 

Auf Grund der in der 1. Mitt. angefiihrten ~po]y-Werte wurden aueh 
Komplexkombinationen AB, ABe, ApBQ nntersueht, die alle zu sehr 
hohen Fehlerquadratsummen bzw. zu divergierenden Werten fiir ~ls 
fiihrten. 

Es erhebt sieh nun die Frage, ob die t t inzunahme eines vierten Kom- 
plexes (etwa die Kombination AB, A2B, AABT, ApBQ) zu einer weiteren 
Verminderung der Fehlerquadratsumme fiihrt. Auf Grund einiger Ver- 
suehsreehnungen kann gesagt werden, dug die Hinzunahme eines weiteren 
Komplexes in manehen Fs zwar eine geringe Verkleinerung der Summe 
der Fehlerquadrate bewirkt, dab sieh aber dann die Fehlerquadratsummen 
versehiedener Kombinationen nur mehr unwesentlieh voneinander unter- 
seheiden, so dab mehrere Kombinationen gleiehwertig erseheinen. 

Einflufi systematischer Fehler 

F/it die Bereehnungen wird eine v611ig statistisehe Fehlerverteilung 
vorausgesetzt. Die Titrationskurven k6nnen jedoeh mit folgenden 
systematisehen Fehlern behaftet sein: 

a )  Fehler in der Ermittlung y o n  Eoh bzw. Kw (1. Mitt., S. 1147). Sie 
Iiihren zu einer Parallelverschiebung der Titrationskurven in Richtung 
der log a-Achse, ohne die Z-Werte praktisch zu 's Ein Fehler yon 
• 0,2 mV entspricht einem Fehler yon • 0,003 in log a. 

b) Fehler in der Ermittlung yon A0, bedingt durch die Riicktitration 
der vor Beginn jeder Titrationsreihe zugesetzten Menge an HC104 (1. Mitt., 
S. 1147). Er  wird bei einem Volumen yon 10 ml einen Betrag yon 4- 0,1}~ 
nicht iiberschreiten und bewirkt in allen Z-Werten etwa den gleiehen 
absoluten Fehler yon 4-0,0025. 

c) M6gliehe systematische Abweichungen der mit der Glaselektrode 
gemessenen Potentialwerte, besonders bei hohen OH--Ionenkonzentra- 
tionen. 

d) ~nderung der Aktivit/~tskoeffizienten mit variierender OH--Ionen- 
konzentration, insbesondere bei niedriger Salzkonzentration. 

Dagegen werden die Fehler in Evj und B0 die Titrationskurven prak- 
tisch nicht beeinflussen. 

Vergleich der Ergebnisse bei Ionensti~rke I = 0,50m und 1 = 1,00m 

In beiden MeBreihen vermag die Komplexkombination AB, A2B, 
AaB8 die experimentellen Mel3punkte am besten wiederzugeben. Die 



H. 4-5/1964] Ermi t t lung  der Xomplexzusammensetzungen 1185 

h6here F e h l e r q u a d r a t s u m m e  der  )/Iessungen be• I = 1,00m (vgl. Abb.  2 
und  Tab.  3) k a n n  auf den  kle ineren Megbere ieh  und  die Verwendung 
einer  Kalomel-~Bezugselektrode zur i ickgef t ihr t  werden.  

T a b e l l e  3 

I Zahl Summe Durchschnit.tl. Fehler- 
[m] der ~[eBpunkte der Fehlerquadrate  c, uadrat  pro Megpunk~ 

1,00 90 0,0099 0,000110 
0,50 147 0,0052 0,000035 

Die K o n s t a n t e n  ~ q  fitr I = 0,50m und  I 1,00m kann  man  n icht  
unmi t t e lba r  mit .einander vergleiehen,  da  log Kw fiir die be• Ionen-  
st/~rken versehieden • E inen  besseren Vergleieh e r lauben  die Dissozi- 
a t i onskons t an t en  K~r die die Lage  des Gleiehgewiehtes 

q B 4 - 2 p H 2 0 = A p B q - - p H a O  + 

besehre iben und  naeh der  Beziehung 

Kpq = ~pq Kw p 

e rha l t en  werden kSnnen (vgl. Tab.  4). 

T a b e l l e  4 

I -0 ,50m-NaC104  I = 1,00m-NaCl04 

kli  = 4,704, • 0,002 log K l l  . . . .  9,016 
k21 = 5,60 • 0,48 log K21 --  - -  21,84 
Ic3s = 29,55 • 0,01 logKss  = --- 11,61 

logKw = - - 1 3 , 7 2  

~'tl = 4,763 • 0,004 log K l l  ~- - -  9,016 
k21 = 6,80 • 0,07 l o g / ~ 2 1  ~ - -  20,76 
/cas = 30,37 • 0,02 log K3s = - -  10,97 

log Kw ~ - -  13,78 

Von den in Tab.  4 angegebenen  K o n s t a n t e n  • der  W e r t  fiir k21 - -  
wie aueh aus dem grogen  mi t t l e ren  Feh le r  he rvorgeh t  - -  mi t  der  gr6Bten 
Uns icherhe i t  behaftet..  Der  P a r a m e t e r  k2I wird vor  al lem dureh  die 
Megpunk te  be• hohen  Z - W e r t e n  bestimm~, die aueh am ehesten syste-  
ma~ische Feh le r  aufweisen. U m  den Einf lug eines dera r t igen  sys temat i -  
schen Fehlers  abzuseh// tzen,  wurden  32 MeBpunkte  der  h6ehs ten  Z -We r t e  
um nur  0,003 zu n iedr igeren log a - W e r t e n  versehoben  - -  e inem Betrag,  
der  e twa der  Fehlergrenze  in log a engsprieht .  I n  d iesem Fa l l  erhgl t  m a n  
fiir ksl  e inen W e r t  yon  ksl  = 6,00 4- 0,25. Die Messungen im un te r snch ten  
Konzen t ra t ionsbe re i ch  eignen sieh daher  n ich t  ffir eine exak te  E r m i t t l u n g  
yon k21. Offenbar  aus / ihnlichen Erw/igungen haben  N.  Ingri  und 
G. Schorsch ~ ks1 dureh  Messungen be• p H - W e r t e n  > 11 bes t immt .  

N. Ingri und G. Schorsch, Acta Chem. Stand.  17, 590 (1963). 
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Die in der vorliegenden Arbeit ftir I - ~  0,50m-l~aC104 gefundenen 
Werte ffir die Stabfliti~tskonstanten stimmen mit  den yon N. Ingri 5 in 
0,5m-NaC1 erhaltenen, kfirzlieh publizierten Werten gut iiberein: 

/~11 = 4,678 ~ 0,006 
/~21-~ 6,14 ~ 0 , 1 3  
/css ~- 29,14 ~ 0,05 

log K l l  = - -  9,022 
log K21 = - -  21,26 
log Kas =- - -  11,96 
log Kw = - -  13,70 • 0,03. 

Um eine Vorstellung tiber die Konzentrationen an polynuMearer 
Spezies zu erhalten, wurde der Anteil an AaBs ffir den Maximalwert der 
Polymerisation (d. i. Z = 0,38) mit  Hilfe der Konstanten /r und k88 
bereehnet. Wie Tab. 5 zeigt, kann die Germaniums/~ure bei kleinen 
Konzentrationen ( <  0,004m) als monomer angesehen werden. Bei der 
h6ehsten untersuehten Ge-Konzentration liegen 7 ?r A3Bs vor. Wenn 
man jedoeh bertieksichtigt, dab der Komplex 8 Ge-Atome enth//lt, so 
bedeutet dies, dab etwas mehr als die H/ilfte der eingesetzten Ge-S/iure 
in mehrkerniger Form vorliegt. 

T a b e l l e  5 

Z = 0 , 3 8  /~ i ,=4 ,704  /c~s=29,55 

B0 a �9 10 ~ b �9 10 a Az B8 A3_B,. 100 (Mot%) [m] [m] [m] [m] 

0,02388 1,239 6,377 0,001683 7,05 
0,01990 1,230 6,150 0,001233 6,20 
0,01592 1,225 5,843 0,0008075 5,07 
0,01194 1,216 5,376 0,0004043 3,39 
0,00796 1,208 4,475 0,00009169 1,15 
0,00398 1,205 2,464 0,0000007693 0,02 

Untersuehungen, wie die oben beschriebenen, gestatten weder eine 
Aussage fiber die Struktur der in LSsung auftretenden Spezies noch fiber 
die Anzahl der Wassermolekiile, die bei der Komplexbildung abgespaltet 
werden. Der in L6sung festgestellte Komplex AaBs k6nnte auf Grund 
der Strukturuntersuchungen yon H. Nowotny und A. Wittmann G an den 
Heptagermanaten [z. B. NasHGeTO16(H20)a] und yon N. Ingri und 
G. Lundgren v an Na4Geg020 als GesO16(H20)5(0tt)as--Ion vorliegen 5. 

Die numerischen Rechnungen ffir die Ausgleichsverfahren wurden aui 
der elektronisehen Rechenanlage (Burroughs Data t ron 205) des Inst i tutes 
fiir Statistik der Universitgt Wien ausgeffihrt. 

5 N. Ingri, Acts Chem. Scand. 17, 597 (1963). 
H. Nowotny und A. Wittmann, Mh. Chem. 85, 558 (1954). 

7 N. Ingri und G. Lundgren, Acts Chem. Scand. 17, 617 (1963). 
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